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 چکیده
در انتقال  دار  درزهآکیوتاردهای نقش  اینجادر  باشند.مسیر انتقال نیز  توانند می بلکهشوند  نمیمجاور آبخوان  به آلودگیانتقال نه تنها مانع دار  درزه یکیوتاردهاآ

 یک صورت بهآبخوان -آکیوتارد-برای یک مدل سه لایه آبخوانمعادلات ریاضی انتقال آلاینده  .شود می ررسیهای تحلیلی ب مدل از طریقهای مجاور  آلودگی به آبخوان

برای  de Hoogسپس از روش عددی  شده  حلتحلیلی  صورت  بهاست. معادلات حاکم در محیط لاپلاس  شده  حل ، افقی در آبخوان و قائم در آکیوتارد،بعدی 

شود مقدار بیشتری از آلاینده از آبخوان آلوده به آبخوان  که وجود درزه درون آکیوتارد سبب می دهد نشان مینتایج است.  شده  استفادهواقعی ها به محیط  آنبرگرداندن 

کاهش تا حد زیادی آکیوتارد  و نیز درونبه سبب آن غلظت آلاینده در آبخوان آلوده  کهیابد  انتقالی افزایش می آلاینده مقدارزمان  گذربا  ، بطوریکهمجاور منتقل شود

در انتقال آلودگی به  راد رزهدآکیوتاردهای  یرتأثدر درک بهتر مکانیسم  حاصله نتایج .شود میکمتر  آلودهن اآبخوخود آلودگی در  ابر پیشروی و میزان یابد می

های خطرناک  دفن زبالههای عمیق جهت  آبخوان بودن ایمن رسی میزانفراهم کردن امکان بر (1) بردی این مدلرهای کا . مهمترین جنبهاستهای مجاور مفید  آبخوان

 .باشد می در دراز مدت های مجاور های نفتی بر آبخوان های حاصل از میدان نشت آلودگیمیزان  برآورد (2) و صنعتی و بهداشتی

 de Hoogروش  ،تبدیل لاپلاس ،تحلیلی  حل نیمه ،آکیوتارد-سیستم آبخوان ،انتقال آلودگی :کلمات کلیدی

 
 

          

 مقدمه

( نقش مهمی در aquitardsامروزه مشخص شده است که آکیوتاردها )    

 ,.Cherry et alکنند ) های مجاور بازی می کنترل انتقال آلاینده بین آبخوان

2004; Liu et al., 2004; Zhan et al., 2009a, 2009b; Rezaei 

et al., 2013; Rezaei et al., 2016 پدیده انتقال آلاینده در .)

( 1است زیرا ) قرارگرفتهها مورد توجه  آکیوتاردها بسیار کمتر از آبخوان

های زمانی کوتاه مدت )چند ماه تا چند  داده از آکیوتاردها در بازه یآور جمع

( 2سال( بسیار سخت است و نیاز به وسایل و صرف هزینه بسیار دارد و )

است  نشده  شناخته یدرست  بهر انتقال آلاینده تاکنون نقش آکیوتاردها د

(Rezaei et al., 2013 در بیشتر .)کاملاً لایه  یک، آکیوتاردها مطالعات 

یا تنها پدیده انتشار آلاینده درون  اند شده  گرفتهناپذیر در نظر  نفوذ

 ,Bear, 1972; Clearyاست ) سازی مد نظر قرار گرفته مدلدر آکیوتاردها 

1978; Domenico and Schwartz, 1998; Fetter, 1999; Starr 

et al., 1985; Sudicky and Find, 1981; Sudicky et al., 

(. در حالیکه، نشت آب از درون آکیوتاردهای نازک لایه، بویژه 1985

تواند بخوبی  اختلاف بار هیدرولیکی در طرفین آن زیاد است، می که یهنگام

 Barazzuoli etشود ) ( advectionارفت )سبب انتقال آلاینده بصورت فر

al., 2008; Chesnaux et al., 2012ها نشان دادند که  (. برخی پژوهش

انتقال  کننده کنترلرفت دو فاکتور اصلی اهای انتشار مولکولی و فر پدیده

 Ball et al., 1997a, 1997b; Tangباشند ) آلاینده در آکیوتاردها می

and Aral, 1992a, 1992b; Hendry et al., 2003; Cherry et 

al., 2004; Zhan et al., 2009a, 2009b برای اولین بار .)Tang and 

Aral  های تحلیلی  انتشار و فرارفت را در مدل هر دو پدیده  1992در سال

 et al., 1985). دادند قرارانتقال آلودگی درون آکیوتاردها مد نظر 

Cherry) ینده در رسوبات با هدایت هیدرولیکی نشان دادند که مهاجرت آلا

شوند در  پدیده انتشار کنترل می یلهوس  بهمتر بر ثانیه بیشتر  10-8کمتر از 

متر بر ثانیه پدیده  10-7های هیدرولیکی بزرگتر از  حالیکه برای هدایت

 بین این دو مقدار، هر دو حد واسطباشد، و در  اصلی می کننده  کنترلفرارفت 

 . شوند محسوب می انتقال آلودگی کننده  کنترلرفت  و فراانتشار  پدیده

آکیوتارد همانند -در اغلب مطالعات پیشین، فرآیند انتشار در مرز آبخوان     

 های سنگ ون( درmatrix-fractureدرزه ) -فرآیند انتشار در مرز زمینه

و با  است گرفته قرارنظر  در مرز مد یافته انتشارشار جرم  صورت  به دار درزه

شده است  توارد معادلا volumetric sink/sourceاستفاده از تقریب 

(Chen, 1985; Fujikawa and Fukui, 1990; Liu et al., 2004; 

Tang and Aral, 1992a, 1992b; Tang et al., 1981 این نوع .)

نگرش بر این فرض استوار است که در عرض یک درزه بخاطر پروفایل 

 طور  بهاختلاط مواد آلاینده  ،های درزه آب و زبری دیوارهپارابولیکی سرعت 

 Davis and Johnston, 1984; Sudicky)دهد کامل در هر زمان رخ می

and Frind, 1982; Tang et al., 1981 این تقریب درباره .)

زیاد آبخوان در مقایسه با  نسبتاًآکیوتارد بخاطر ضخامت -های آبخوان سیستم

، سرعت حرکت آب زیرزمینی علاوه  بهصادق باشد.  کاملاًد توان عرض درزه نمی

در آبخوان اغلب بسیار کندتر از سرعت آب درون درزه است، بنابراین اختلاط 

 ,.Zhan et alدهد ) کامل در عرض یک آبخوان رخ نمی طور  بهمواد 

2009a, 2009b توسط  شده  انجام(. نتایج آزمایشاتSudicky  و همکاران

برای انتقال آلاینده در سیستم درزه  شده  ارائههای  ن داد که حل( نشا1985)

اینکه  به خاطرآکیوتارد معتبر باشد، -تواند برای سیستم آبخوان و شکافدار نمی
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برای رخ دادن اختلاط کامل مواد آلاینده درون آبخوان  یازن مورد زمان  مدت 

معادلات انتقال  (Sudicky et al., 1985) بنابراین، است. تر یطولانبسیار 

آکیوتارد -( در مرز آبخوانdiffusive fluxآلاینده را با فرض شار انتشاری )

. حل کردند ،source/sinkعبارت نه یک  ،یک شرایط مرزی عنوان  به

(Zhan et al., 2009b and 2009a) با در نظر گرفتن چنین فرضی، 

های  د برای آلایندهآکیوتار-آلاینده درون یک سیستم آبخوان یبعد دوانتقال 

 یمهن صورت  بهرا  (conservative and reactive)پایدار و واکنشی

ها نشان دادند که  با در نظر گرفتن  در محیط لاپلاس حل کردند. آن تحلیلی 

یک شرایط مرزی، نتایج حاصله  صورت  بهآکیوتارد -شار انتشار در مرز آبخوان

 ج واقعی نزدیکتر خواهند بود. بسیار به نتای source/sinkنسبت به فرض 

 Tang and)،   (Starr et al., 1985)توسط  شده  ارائههای  در حل    

Aral, 1992b and 1992a)  و(Zhan et al., 2009b and 2009a) 

الیکه در است، در ح شده  گرفتهبینهایت در نظر  صورت  بهضخامت آکیوتارد 

 (et al., 2016 and 2013   ،یراًاخ. استنازک  واقعیت ضخامت آکیوتارد

(Rezaei بهآکیوتارد -معادلات انتقال آلودگی را در یک سیستم آبخوان 

و در محیط لاپلاس حل کردند که در آن ضخامت  تحلیلی  یمهن صورت 

 تواند از بسیار کوچک تا بینهایت در تغییر باشد.  آکیوتارد می

-یک سیستم آبخوانانتقال آلاینده در   (Liu et al., 2013)همچنین   

و در محیط لاپلاس مدل کردند که در  بعدی  یکآکیوتارد سه لایه را بصورت 

هموژن، ایزوتروپ و فاقد سیستم درزه و شکاف در نظر  کاملاًآن آکیوتارد 

آبخوان از دو بین  ، محصور شدهیهنازک لایک آکیوتارد  دراست.  شده  گرفته

نشت آب  ،ار هیدرولیکی طرفینبخاطر اختلاف ب معمولاً ،بالا و پایین

 Cherry et al., 2004; Yoonدهد ) رخ می از درون آکیوتارد زیرزمینی

et al., 2002; Bradbury et al., 2007 در چنین شرایطی آکیوتارد .)

های  آلاینده بین آبخوان انتقال آب زیرزمینی و جریانمسیر برای یک قش ن

 بهها آکیوتارد را  یشین که در آنپ کارهای. برخلاف کند بازی میرا  مجاور

اند، در طبیعت  یکنواخت و فاقد درزه و شکاف در نظر گرفته کاملاً صورت 

در سازندهای سخت، آکیوتاردها دارای سیستم درزه و شکاف  معمولاً

بسیار مهم های مجاور  انتقال آلودگی بین آبخوانتواند در  باشند که این می می

 باشد. توجه  قابلو 

برای  تحلیلی  یمهناین است تا یک حل  سعی بر ،ن مطالعهدر ای

آبخوان که در آن -آکیوتارد-معادلات انتقال آلودگی در یک سیستم آبخوان

نقش آکیوتاردهای نازک  ارائه شود تا آکیوتارد بصورت درزه و شکافدار است،

مجاور های  لاینده بین آبخوانآلایه دارای سیستم درزه و شکاف در انتقال 

در درک بهتر نقش آکیوتاردهای  دتوان می پژوهشاین  قرار گیرد. یوردبررسم

بسیار خطرناک  های میزان نشت آلایندههمچنین و  در انتقال آلودگی  دار درزه

و همچنین شوند،  های عمیق دفن می آبخواندر  که بهداشتی و صنعتی

نشت اور مجهای  به آبخواناز میدان نفتی های نفتی که ممکن است  آلودگی

بسیار مهم (، 1394میرزایی و همکاران، ؛ 1393اران، کرستمی و همکند )

 باشد.

 مدل مفهومی
دار در میزان محافظت و  بررسی نقش آکیوتاردهای درزه و شکاف منظور  به    

های مجاور در این پژوهش سعی بر این است تا از  یا انتقال آلاینده به آبخوان

ها قرار دارد،  وان که یک آکیوتارد در بین آنلایه شامل دو آبخ 3یک مدل 

(. مرکز دستگاه مختصات دکارتی در مرز آبخوان بالایی 1استفاده شود )شکل 

0x با آکیوتارد در نظر گرفته شده است، بطوریکه آلاینده فقط در   به

 کاملاً صورت  هبها  درون آبخوان بالایی تزریق شود. فرض بر این است که لایه

. آکیوتارد دارای یکسری دارند  ادامه x افقی تا بینهایت در راستای محور

باشد. جهت جریان آب درون  یکسان از هم می واصلدرزه عمودی با ف

 فرارفت . فرآیندهای انتشار و(1)شکل  ها با فلش نشان داده شده است آبخوان

از آبخوان بالایی به آبخوان پایینی از طریق آکیوتارد سبب انتقال آلودگی 

سبب انتقال آکیوتارد درزه زمینه و  بخش دو شوند. در این شرایط، هر می

 در این تحقیق از انتشار افقی آلاینده درون آکیوتارد چشم شوند. آلودگی می

اند که پراکنش  ( نشان داده2016و همکاران ) Rezaeiپوشی شده است زیرا  

هدایت مقدار قی آلودگی درون آکیوتاردها در شرایطی که اختلاف اف

باشد، نقش  (orderمرتبه ) 2کی بین آبخوان و آکیوتارد بیش از یهیدرول

 کرد. یپوش  چشمتوان از آن  می یراحت  بهچندانی در انتقال آلودگی ندارد و 

در آبخوان  بعدی یککه فرض جریان افقی  استاین نکته لازم 

 ،واقعی شرایطدر  ، امابرای راحتی در حل ریاضیاتی مسئله است صرفاًئی بالا

از آبخوان بالایی به پایینی سبب  آب و جریانارد شکافدار یوتیک اک وجود

که در  ایجاد گرادیان عمودی بزرگتر از صفر درون آبخوان بالایی خواهد شد

 .شده است نظر صرفاینجا از آن 

 

 
 قرارگرفتهها  بین آن دار درزه دو آبخوان که یک آکیوتاردمدل مفهومی شامل  .1شکل 

 است.

 

 مدل ریاضی
برای انتقال آلودگی لازم است  شده  یفتعرهای  فرمول ارائهقبل از      

فرضیات مدل توضیح داده شود. فرضیات مرتبط با هندسه و خصوصیات 

 رتند از:در مدل مفهومی عبا شده  ارائهآکیوتارد -هیدرولیکی سیستم آبخوان

و همچنین  بعدی  یکها و آکیوتارد  جریان و انتقال آلودگی در آبخوان( 1

 باشد.  میدان جریان پایدار و یکنواخت می

( order) مرتبههدایت هیدرولیکی بخش زمینه آکیوتارد حداقل چندین ( 2

های مجاور است، بنابراین جهت جریان آب  کمتر از هدایت هیدرولیکی آبخوان

باشد  آکیوتارد می- قائم و عمود بر مرز آبخوان صورت  بهدر آکیوتارد زیرزمینی 

(Hantush, 1955.) 



 
 
 

98 

23، شماره 96بهار  مجله زمین شناسی کاربردی پیشرفته  

( و dispersivityها هموژن و ایزوتروپ هستند و میزان پراکنش ) آبخوان( 3 

ها ثابت است. چنین  نیز در آن (retardation factor) یرتأخفاکتور 

فرض بر این  علاوه  بهشرایطی برای بخش زمینه آکیوتارد هم صادق است. 

های آکیوتارد در فواصل یکسان از هم قرار داشته و سرعت  است که درزه

ها ثابت  در آن یرتأخحرکت آب، عرض بازشدگی، میزان پراکنش و فاکتور 

های دارای تخلخل دوگانه،  در اینجا همانند فرضیات حاکم بر سیستم است.

زیرا  اند شده جداتارد از هم و درزه آکیو زمینه های معادلات حاکم بر بخش

خصوصیات های زمینه و درزه دارای  از بخش هرکدامفرض بر این است که 

 و منحصر بفرد خودشان هستند. هیدرولیکی مشخص

از مرز سمت چپ آبخوان بالایی با یک تنها فرض بر این است که آلاینده ( 4

اقد آلودگی شود و سیستم در زمان اولیه ف غلظت ثابت به سیستم تزریق می

 باشد. می

بر اساس فرضیات بالا، معادلات حاکم و شرایط مرزی و اولیه برای آبخوان      

آبخوان پایینی  جداگانه( وبطور زمینه و درزه  های بالایی، آکیوتارد )بخش

 باشد: زیر می صورت به

 آبخوان بالایی:
2 '
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 .( داریم2013و همکاران )  Liuبر اساس کار که
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1 0(0, )C t C (    2رابطه )                                   

1( , ) 0C t  (3رابطه )                                                  

1( ,0) 0C x  (4)رابطه                                                              

 :(Liu et al., 2013) آکیوتارد (matrix) بخش زمینه
2

2

m m m m m

m m

C D C V C

t R z R z

  
 
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(5)رابطه                                   

1( ,0, ) ( , )mC x t C x t (6)رابطه                                               

2( , , ) ( , )m aC x b t C x t  (7)رابطه                                             

( , ,0) 0mC x z  (8)رابطه                                                                

 آکیوتارد: (fracture) بخش درزه

2

2

f f f f f

f f

C D C V C

t R z R z

  
 
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(9)رابطه                                  

1( ,0, ) ( , )fC x t C x t (10)رابطه                                        

2( , , ) ( , )f aC x b t C x t  (11)رابطه                                     

( , ,0) 0fC x z  (12)رابطه                                                    

 آبخوان پایینی:
2 '

2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2

m f

C D C V C

t R x R x bR bR
 

 

    
   

  

(13)رابطه         

 .( داریم2013و همکاران )  Liuبر اساس کار که

2

a

m
m m m m

z b

C
V C D

z




 
   

 

'و     

2

a

f
f f f

z b

C
V C D

z


 
   

 

. 

2(0, ) 0C t  (14)رابطه                                                 

2( , ) 0C t  (15)رابطه                                                  

2( ,0) 0C x  (16)رابطه                                                           

 که
1C، 2C، mC و 

fC  در آبخوان آلاینده  مانده  یباقبه ترتیب غلظت

 باشد؛ بالایی، آبخوان پایینی، بخش زمینه و بخش درزه آکیوتارد می
0C 

 غلظت ثابت آلاینده در مرز ورودی به آبخوان بالایی؛
1V 2 وV  به ترتیب

 سرعت آب منفذی آبخوان بالایی و پایینی؛
mV و fV  به ترتیب سرعت آب

 درزه آکیوتارد؛بخش زیرزمینی در بخش زمینه و 
1D و 

2D  به ترتیب

 ضریب پراکنش هیدرودینامیکی طولی آبخوان بالایی و پایینی؛
mD و 

fD 
درزه بخش به ترتیب ضریب پراکنش هیدرودینامیکی قائم در بخش زمینه و 

 و پایینی،نصف ضخامت آبخوان بالایی  b آکیوتارد؛
ab ضخامت آکیوتارد؛ 

1، 
2 و 

m  به ترتیب تخلخل آبخوان بالایی، آبخوان پایینی و بخش

 زمینه آکیوتارد؛
1R، 

2R، 
mR و 

fR  آبخوان  یرتأخبه ترتیب فاکتور

 باشد. زمان می t و آکیوتارد، درزهبخش بالایی، آبخوان پایینی، بخش زمینه و 

m و f  بالایی به آبخوان پایینی از آبخوان  یافته  انتقالآب  سهمبه ترتیب

1m باشد که میبخش درزه آکیوتارد بخش زمینه و  یلهوس  به f  . 
ها   تر باشند سهم آن تر یا متراکم ها عریض رود که هرچه درزه انتظار می درواقع

  در انتقال آب و آلودگی بیشتر است.

سطح ایستابی آبخوان  در اینجا فرض بر این است کهاست که  ذکر  یانشا

بالایی بالاتر از تراز پیزومتریک آبخوان پایینی قرار دارد و آب از آبخوان بالایی 

( 1کند به همین خاطر دو عبارت آخر در معادله ) به آبخوان پایینی نشت می

، در صورت برعکس شدن اند شده  گرفته( مثبت در نظر 2منفی و در معادله )

 .شوند ها نیز عوض می ، علامتجهت جریان درون آکیوتارد
 روش حل

در بخش مدل  شده  ارائهبه منظور حل همزمان معادلات انتقال آلاینده 

درزه بخش ریاضی برای آبخوان بالایی، آبخوان پایینی و بخش زمینه و 

آکیوتارد، ابتدا با استفاده از لیست پارامترهای بدون بعد ارائه شده در ذیل 

 شدند. معادلات مذکور بدون بعد

1 1 2
1 22

1 0 0 0

1 2
1 2 1

0 1 2 1 1

2

1
2 1 2 1

2 2 1 1 2 2 1

2 1
2 1 1

1 2 1 1

; ; ; ; ; ;

; ; ; ; ;

; ; ; ;

; ;

m
D D D D D mD

a

f m m m m
fD e e em

m

am m m m m m m

a a m

f f
f f

D C C Cx z
x z t t C C C

b b R b C C C

C V b V b V b V b
C P P P

C D D D D

bV b V b V b R D
K K

D D b D b R D b

R D bV bD
K

R D D






  
 

  

 


     

    

 
     

 

  

2

1

1 1 1

2 2

2 2 2 2

; ;

; ;

af
f

a f

a f f f
ef f f

f a

bR D

D b R D b

b V bV bD
P K

D D D b





 

 
  

 

  

 

ها نسبت به بعد زمان  تسهیل در حل معادلات از آن منظور  به پسس     

زیر  صورت  به، که نتایج حاصل از تبدیل لاپلاس س گرفته شدتبدیل لاپلا

 باشد: می
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  آبخوان بالایی: 

 (  17رابطه )
2

1 1
1 1 1 1 1 12 0 0

0 0

0
D D

D D

D D mD fD
e m mD m f f fD f f Dz z

D D D Dz z

d C dC dC dC
P C k C k sC

x dx dz dz
     

 

 

      


                                                                                              
 

1 (0, ) 1/DC s s (18)رابطه                                         

1 ( , ) 0DC s  ( 19)رابطه                                                          

 :بخش زمینه آکیوتارد
2

12
0mD mD

em mD

D D

d C dC
P s C

z dz
  



(20)رابطه                                               

1( ,0, ) ( , )mD D D DC x s C x s                                                                                            ( 21)رابطه    

2( , 1, ) ( , )mD D D DC x s C x s  ( 22)رابطه                                

                                                                     
 بخش درزه آکیوتارد:

2

2
0fD fD

fa f fD

D D

d C dC
P s C

z dz
  



(23)رابطه                                                                                   

1( ,0, ) ( , )fD D D DC x s C x s (24)رابطه                                                                                                                                               

2( , 1, ) ( , )fD D D DC x s C x s  (25)رابطه                                                                                                                                                       

 آبخوان پایینی:
2

2 2
2 2 22 1

1

2 2 2 21

1

0

D

D

D

D

D D mD
e m mD mz

D D D z

fD
f f fD f f Dz

D z

d C dC dC
P C k

x dx dz

dC
C k s C

dz

  

   









  


   
(26)رابطه   

 

2 (0, ) 0DC s                                                             (27)رابطه  

2 ( , ) 0DC s                                                              (28)رابطه 

نیز پارامتر تبدیل لاپلاس  s بدون بعد و شکلنمایانگر  Dکه اندیس 

 باشد. می

کنیم. حل  ( شروع می23( و )20در اینجا ابتدا از حل معادلات )

 صورت  به( 22( و )21فتن شرایط مرزی )( با در نظر گر20عمومی معادله )

 باشد: زیر می

   0
0 1 0 0 2

0

exp( )
sinh 1 exp( )sinh( )

sinh( )

D
mD D D D D

z
C z C z C


  


  

                                                                                  (29)رابطه 

مشابه، حل عمومی برای معادله مربوط به بخش درزه آکیوتارد )معادله  طور به

  آید: می به دستزیر  صورت به( 25( و )24یط مرزی )( با بکارگیری شرا23

                                                                                 (30)رابطه 
   1

1 1 1 1 2

1

exp( )
sinh 1 exp( )sinh( )

sinh( )

D
fD D D D D

z
C z C z C


  


  

  

 ها که در آن
0 / 2emP ؛ 

1 / 2efP 2 ؛

0 1/ 4emP s   و 
2

1 / 4ef fP s  . ( در 30( و )29در ادامه با جایگزینی معادلات )

 ( خواهیم داشت:26( و )17معادلات )

2

1 1
1 1 1 1 22

D D
e D D

D D

d C dC
P g C h C

x dx
  



(31)رابطه                   

2

2 2
2 2 2 2 12

D D
e D D

D D

d C dC
P g C h C

x dx
  



                               (32)رابطه 

  
1که  01 1 1 1

1

0 12 tanh( ) 2 tanh( )

f f
m m f f

k k
g s

  
   

 
    

، 

1 0 0 1 1 1
1

0 1

exp( ) exp( )

sinh( ) sinh( )

f
m f

k k
h

   
 

 
 

 ،

2 02 2 2 1
2 2

0 12 tanh( ) 2 tanh( )

f f
m m f f

k k
g s

  
    

 
      و

2 0 0 2 1 1
2

0 1

exp( ) exp( )

sinh( ) sinh( )

f
m f

k k
h

   
 

 

 
 

 . 

خطی ناهمگن هستند و  صورت به( 32( و )31در هر صورت، معادلات )

( 2013و همکاران ) Liuتوسط  شده  ارائهها را با استفاده از روش  توان آن می

زیر  صورت  بهتوان  ( را می31ای معادله )حل نمود، بنابراین حل عمومی بر

 بدست آورد:

1 11 ( , ) ( , ) ( , )
D D

h p

D D D DC x s C x s C x s                             (33)رابطه 

                

 که
1D

hC 1 وD

pC شوند. حل  به ترتیب حل همگن و حل ناهمگن محسوب می

 عمومی قسمت همگن
1D

hC باشد: بصورت زیر می 
 

1 2 1 2 2 2( , ) exp( ) exp( ) exp( )
D

h

D D D DC x s x A x A x       

                                                                                                                                       (34)رابطه 

 که
2 1 / 2eP ،  

2

2 1 1/ 2eP g   ،
1A  و

2A های نامعلوم  ثابت

با استفاده از شرایط مرزی تعیین شوند.  با استفاده از تغییر  باید هستند که

پارامترها، حل مربوط به قسمت ناهمگن 
1D

pC شود حاصل می زیر صورت  به: 

 

 

1

1
2 2 2

2 0

2 2

( , ) ( , ) exp ( )( )
2

exp ( )( )

D

D

x

p

D D D

D

h
C x s C s x

x d

   


   

  

   


رابطه (35)     

 

 :( داریم34در معادله )( 35( و )34) اری معادلاتذگادامه با جادر 

   

1 1 1 2 2

1
2 2 1

2 1 0

( , ) exp( ) exp( )

( , ) exp ( ) exp ( )
D

D D D D

x

D D D

C x s A S x A S x

h
C s x S x S d

S S
   

  

                          

رابطه (36)                                                                               

 

 که
1 2 2S    و 

2 2 2S    .( در 36با جاگذاری معادله ) سپس

 ( خواهیم داشت:32معادله )سمت راست 

                                                                                 (37رابطه )

 

 

   

2

2 2 1 2
2 2 2 2 22

2 1 0

1 2 1 1 2 2

( , ) exp ( )

exp ( ) exp( ) exp( )

Dx

D D
e D D D

D D

D D D

d C dC h h
P g C C s x S

x dx S S

x S d h A S x A S x

 

 

     

  


 

 

بت به( نس37با مشتق گرفتن از معادله ) و
Dx شود: معادله زیر حاصل می 
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)38 رابطه(

 

 

   

3 2

2 2 2 1 2
2 2 2 2 2 23 2

2 1 0

1 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2

0

exp( ) ( , ) exp

exp( ) ( , ) exp exp( ) exp( )

D

D

D

x

D D D
e D D

D D

x

D D D D

d C d C dC h h
P g S S x C s S d

x dx dx S S

S S x C s S d h S A S x S A S x

  

  


   

  


   






  

                                                                              

 
 ( را در37آبخوان پایینی، ابتدا معادله ) هسدرجه برای بدست آوردن معادله 

1S ( کم کرده 38ضرب کرده و سپس آن را از معادله )(Liu et al., 

 تا معادله زیر بدست آید:( 2013

                                                                                (39)رابطه  

 

 

3 2

2 2 2
2 1 2 1 2 2 1 23 2

1 2 2 2 2 2 2 2 1 2

0

( ) ( )

exp( ) ( , ) exp ( )exp( )

D

D

D D D
e e D

D D

x

D D D

d C d C dC
P S g S P g S C

x dx dx

h h S x C s S d h A S S S x  

     


  
 

 

ه ( نسبت ب39مشتق گرفتن از معادله )
Dx شود: سبب می 

(40)رابطه 

 

 

4 3 2

2 2 2 2
2 1 2 1 2 2 14 3 2

1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2

0

( ) ( )

exp( ) ( , ) exp ( , ) ( )exp( )

D D

D

D D D D
e e

D D

x

D D D D

d C d C d C dC
P S g S P g S

x dx dx dx

h h S S x C s S d C s h A S S S S x   

     


 
    

  


  

 

 ( را در39حال اگر ابتدا معادله )
2S  ضرب کرده و سپس آن را از معادله

 آید: می( کم کنیم، معادله زیر بدست 40)

                                                                                   (41)رابطه 
4 3 2

2 2 2
1 2 1 2 1 24 3 2

2
2 1 1 2 1 2 1 2 2

( ) ( )

( ) ( ) 0

D D

D D D
e e e e

D

D
e e D

D

d C d C d C
P P g g P P

x dx dx

dC
g P g P h h g g C

dx

     


   
                  

 

توان بصورت زیر بیان کرد  ( را می41معادله مشخصه مربوط به معادله )

(Kreyszing, 2006, p. 111:) 
4 3 2 0d e f L                                              (42)رابطه  

                    
یک ثابت نامعلوم است و  که 

1 2e ed P P  ، 

1 2 1 2e ee g g P P   ،
2 1 1 2e ef g P g P   و

1 2 1 2L h h g g  .

ن توا ( را می40(، معادله )2013و همکاران ) Liuدر  شده  ارائهبوسیله روش 

 بصورت زیر بیان کرد:
2

1
2 1 2

14 2 4 2( )
D D

qd d
C O C

O






  
        

     
            (43)رابطه 

 

 توان بصورت زیر نوشت: ( را می43حل عمومی معادله )

 

 

 

 (44)رابطه 

0.5

1 1

2 1

0.5

1 1

2

0.5 0.5

1 1 1 1

3 4

2 2
exp cos

2 4 2

2 2
sin exp

2 2 4

2 2 2 2
cos sin

2 2

D D D

D D

D D

O qd
C x E x

O q d
E x x

O q O q
E x E x

 

  

   





 

      
              

     
              

       
    

    
    

  
 

                                                                                
  

                                                                        
 که

1O   ،
1/ 2 ( / 4 ) ( / 4 ) / ( 2 )d d q      ، 

2

1 3 / 8O e d ،2 2

1 ( / 4) ( / 4) 3( / 4)r L f d e d d   ،

       
1/3 1/3

2 3 2 3

2 2 2 2 2 2 1/ 2 / 2 / 3 / 2 / 2 / 3 / 3q q O q q O O               
   

،2

2 1 1(4 / 3)O r O  ، 3

1 ( / 2) ( / 2)q f e d d   و 
2 2

2 1 1 1 18 ( / 3) 2( / 3)q r O O q  . 
 (، ضرایب28( و )27در معادلات ) شده  ارائهبا استفاده از شرایط مرزی 

1E، 

2E و 
3E ( 45( به معادله )44آیند و سپس معادله ) برابر با صفر بدست می

 شود: تبدیل می
   2 4 3 3exp sinD D DC E x x  (                                     45)رابطه 

            
 که

3 1 2( 2 ) / 4e eP P    0.5 و

3 1 1( 2 2 ) / 2O q    . 

( و 18شرایط مرزی معادلات ) اعمال( و 32( در معادله )45جاگذاری معادله )

 شود: ( سبب می27)

2
4

3 2 2(2 )e

h
E

s P 



(                                                  46)ابطه ر

         
 آید: زیر بدست می صورت  بهدر نهایت، حل معادله مربوط به آبخوان پایینی 

   2
2 3 3

3 2 2

exp sin
(2 )

D D D

e

h
C x x

s P
 

 


  
(                         47)رابطه 

          
با در نظر گرفتن شرایط  ( همراه36( در معادله )47حال با جاگذاری معادله )

زیر  صورت به( حل نهایی برای آبخوان بالایی 19)( و 18مرزی معادلات )

 شود: تعیین می

(                                                                           48) رابطه

 

 

        

        

1 2
1 2

3 2 2 2 1

3 3 3 2 3 3 3 2

2 2

3 2 3

3 3 3 1 3 3 3 1

2 2

3 1 3

1 1
exp( )

(2 )( )

exp sin ( ) cos exp

( )

exp sin ( ) cos exp

( )

D D

e

D D D D

D D D D

h h
C S x

s s P S S

x x S x S x

S

x x S x S x

S

 

     

 

     

 


 

 

   


 

  
 

  

 

 که 

  
2 11 2

2 2 2 2
2 23 2 3 4 1 3

2

(2 )( ) ( )

e e

e

P Ph h

PS S



   

 
 

   

  .  

باشد، که برای برگرداندن  ست آمده تا این مرحله در محیط لاپلاس میحل بد

 ,.de Hoog (de Hoog et alآن به محیط واقعی زمان از روش عددی 

 استفاده شده است. متلب افزار نرمآن در محیط  یسینو  برنامه( و 1982
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 های بدست آمده معکوس تبدیل لاپلاس حل 
های بالا و پایین و نیز برای  رای آبخوانهای بدست آمده ب از آنجاکه حل     

قرار دارند، در اینجا لازم   زمینه و درزه آکیوتارد در محیط لاپلاس های بخش

های بدست آمده  ها را به محیط واقعی زمان برگردانیم. اگر به حل است که آن

لاپلاس تبدیل ها بسیار پیچیده هستند و امکان معکوس  دقت شود، این حل

وجود ندارد ( analytical Laplace transform inversion)ی آنالیتیکال

 و اگر هم وجود داشته باشد بسیار پیچیده و مشکل است. 

های محیط لاپلاس به محیط  حل برگرداندنلذا در این مطالعه برای      

تاکنون ( که 1982) de Hoog پرکاربرداز روش بسیار قوی و  زمان واقعی

 Leij and)سائل مشابه بکار رفته است توسط محققین زیادی در م

Gentuchten, 1995; Gao et al., 2010; Liu et al., 2013; 

Wang and Zhan, 2015شود.  (، استفاده میWang and Zhan 

 deروش  ،نتقال آلودگی در آب زیرزمینیا( نشان دادند که در مسائل 2015)

Hoog (1985یکی از روش )  باشد. می دقیقهای مناسب و 

این روش معکوس تبدیل لاپلاس را بر اساس یک تابع معکوس از       

د و برای تسریع دادن به این عمل از روش نده های فوریه انجام می سری

Shanks (Yeh and Yang, 2006استفاده می ) ( شودLiu et al., 

متلب کد لازم برای معکوس  افزار نرم ابتدا در محیط ،(. برای این کار2013

لاپلاس نوشته شد سپس با استفاده از مقادیر مختلف برای پارامترهای  تبدیل

 ها به محیط واقعی زمان برگردانده شدند. حل ،موجود

 سنجی مدل بدست آمده صحت
سنجی مدل تحلیلی حاضر، در این مطالعه از مدل   صحت منظور  به     

. است شده  استفاده ،(Liu et al., 2013)تحلیلی بدست آمده توسط 

های عددی از دقت بالاتری برخوردارند،  های تحلیلی نسبت به مدل مدل

سنجی از اعتبار بالاتری برخوردار است   های برای صحت بنابراین استفاده از آن

(Zhan et al., 2009a .) 
شرایطی  برای حرکت آلودگی در،  (Liu et al., 2013)در واقع مدل      

است با این تفاوت که در  شده  ارائه ،اینجا در شده  ارائهمشابه مدل مفهومی 

باشد در  هموژن و فاقد هرگونه درزه می کاملاً، لایه آکیوتارد پژوهشآن 

 . بکار رفته است دار حالیکه در تحقیق حاضر آکیوتارد درزه

 ,.Liu et al)در این تحقیق با مدل  شده  ارائهبرای مقایسه مدل      

ک شرایط یکسان برای هردو مدل تعریف شود ، ابتدا لازم است که ی(.2013

 در شده  ارائهسازی کنند. بنابراین در مدل  دو مدل بتوانند آن را شبیه که هر

0fدر نظر گرفتن اینجا با    1وm ارائهمدل مفهومی  یقاًدقتوان  می 

سازی کرد. همانطور نمودارهای   بیهش را (.Liu et al., 2013)توسط  شده 

 (،4تا  2های  دهند )شکل های افقی و قائم نشان می زمان و پروفایل-غلظت

 Liu)همخوانی بسیار خوبی با نتایج مدل  پژوهشدر این  شده ارائهمدل  نتایج

et al., 2013) در این  شده  ارائهتوان نتیجه گرفت که مدل  دارد. بنابراین می

توان برای تحلیل رفتار  و از آن می باشد کافی برخوردار میاز دقت  تحقیق

 .دار در انتقال آلودگی بهره برد آکیوتارد درزه

 
)مقایسه  آبخوان بالایی برایبا زمان  هنمودار تغییرات غلظت آلایند -2شکل 

 .((2013و همکاران ) Liuمدل  در این کار با شده  ارائهمدل نتایج 

 

 
مدل )مقایسه نتایج رات افقی غلظت آلاینده در آبخوان بالایی پروفایل تغیی. 3شکل 

 (.2013و همکاران ) Liuمدل  در این کار با شده  ارائه

 
  ارائهمدل )مقایسه نتایج پروفایل تغییرات قائم غلظت آلاینده در آکیوتارد . 4شکل 

 (.Liu et al., 2013)مدل  در این کار با شده

 تجزیه و تحلیل نتایج
ها و  از آبخوان هرکداماین بخش لازم است که نتایج حاصل برای  در    

قرار گیرند تا اهمیت و نقش  بحث موردهای زمینه و درزه آکیوتارد  بخش

ها در انتقال آلودگی از یک  های موجود در آن آکیوتاردها و بخصوص درزه

ی آبخوان به آبخوان مجاور بخوبی نشان داده شود. بدین منظور از نمودارها

استفاده  آلاینده افقی غلظت وقائم های  زمان و همچنین پروفایل-غلظت

 خواهد شد.
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 زمان-نمودارهای غلظتالف(  
سیستم درزه و شکاف موجود در آکیوتارد، نمودار  یرتأثبررسی  منظور  به    

تغییرات غلظت آلاینده با گذر زمان برای یک نقطه از آبخوان بالایی، آبخوان 

که  طور هماناست.  شده  یمترسی زمینه و درزه آکیوتارد ها پایینی، بخش

ها در انتقال آلاینده از آبخوان  چه نقش درزه دهد هر ( نشان می5شکل )

، یعنی بخش بیشتری از آب انتقالی از شود می مؤثرتر پایینیبالایی به آبخوان 

، نندک های آکیوتارد عبور می آبخوان بالایی به آبخوان پایینی از درون درزه

ای وجود نداشته  میزان بیشتری از آلاینده در مقایسه با شرایطی که هیچ درزه

و غلظت آلاینده در آبخوان بالایی  شود باشد، به آبخوان زیرین منتقل می

ها در انتقال آلاینده و کاهش  درزه یرتأث ،. همچنین با گذر زمانیابد کاهش می

، زیرا اختلاف دهد شان میخودش را بیشتر نغلظت آن در آبخوان بالایی 

. استیی ابتداهای  های انتهایی بیشتر از زمان زمان در زمان-نمودارهای غلظت

نمایی با گذر زمان افزایش  صورت  به، غلظت آلاینده در هر نقطه یطورکل  به

 رسد. به یک مقدار ثابت می یجتدر  بهیابد و  می

 
 ای مختلف سیستم درزهتحت  ماننمودار تغییرات غلظت آلاینده نسبت به ز .5شکل 

 در آبخوان بالایی.

 

های آکیوتارد  دهد که با افزایش نقش درزه ( بخوبی نشان می6شکل )

شود،  در انتقال سیال، میزان بیشتری از آلاینده به آبخوان زیرین منتقل می

ای در  کننده تواند نقش تعیین ه و شکاف در آکیوتاردهای میبنابراین وجود درز

های مجاور یا زیرین  بودن آکیوتارد در ممانعت از آلودگی آبخوان مؤثرمیزان 

ها در  این است که با افزایش زمان، نقش درزه توجه  قابلداشته باشد. نکته 

های  من بودن لایهیمیزان ا شود. این نکته در مورد انتقال آلاینده بارزتر می

شوند،  ها دفن می آنی خطرناک بیمارستانی و صنعتی در ها آلاینده عمیق که

ها  این آلاینده فرض بر این است که باید است، زیرااز اهمیت بسزایی برخوردار 

از  در اعماق زمین دفن شوند. های مجاور وانآبخبرای همیشه و بدون نشت به 

که اکثر آکیوتاردهای موجود در اعماق، دارای سیستم درزه و شکاف  یآنجای

من بودن این یتواند در بررسی میزان ا جا میدر این شده  ارائههستند، مدل 

 مثمر ثمر واقع شود. ها دستگاه

زمینه و  های بخش وندر ،زماندر برابر آلاینده  نمودار تغییرات غلظت     

ها در  دهد که با افزایش نقش درزه درزه آکیوتارد نیز بطور جالبی نشان می

 که یوقتیابد زیرا  انتقال سیال، غلظت آلاینده درون آکیوتارد کاهش می

سیستم درزه و شکاف بتواند مقدار بیشتری از جریان عبوری به آبخوان زیرین 

شود )شکل  لایی کمتر میرا هدایت کند، در عمل غلظت آلاینده در آبخوان با

نقطه  عنوان  بهآکیوتارد -میزان غلظت آلاینده در مرز آبخوان که آنجا از(. 5

شود، بنابراین  رون آکیوتارد محسوب میحرکت آلاینده در د (منشأ) شروع

که غلظت آلاینده در نقطه شروع کمتر باشد، میزان غلظت آلاینده  وقتی

 یخوب  بهیابد. این امر  دو بخش زمینه و درزه( کاهش می درون آکیوتارد )هر

که با افزایش  یا گونه  بهده شده است یبه تصویر کش (8و  7های  شکل)در 

کلی  طور  به کند. نیز کاهش پیدا می خود آننده در غلظت آلای درزه،نقش 

غلظت آلاینده درون بخش درزه بسیار کمتر از بخش زمینه است زیرا سرعت 

آلاینده را به آبخوان  یعاًسرحرکت جریان در بخش درزه بسیار بیشتر است و 

  دادهنشان  (9شکل )در  یخوب  بهکند. این سرعت انتقال بالا  زیرین منتقل می

غلظت آلاینده با نزدیک شدن به مرز  یعاًسراست که درون بخش درزه  هشد

 کند. افت می شدت  بهبالایی آبخوان پایینی 

 
 ای مختلف سیستم درزهتحت زمان نسبت به نمودار تغییرات غلظت آلاینده  .6شکل 

 در آبخوان زیرین.

 
 ای مختلف رزهسیستم دتحت زمان  نسبت به نمودار تغییرات غلظت آلاینده .7شکل 

 در بخش زمینه آکیوتارد.
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 ای مختلف سیستم درزهتحت زمان نسبت به نمودار تغییرات غلظت آلاینده . 8شکل 

 در بخش درزه آکیوتارد.

 غلظت در آکیوتاردقائم های  پروفایلب( 
زمینه آکیوتارد نمایانگر   پروفایل تغییرات قائم غلظت آلاینده در بخش     

ها، غلظت آلاینده درون  اشد، بطوریکه با افزایش نقش درزهب نتایج جالبی می

این شرایط برای بخش درزه نیز صادق (. 10یابد )شکل  آکیوتارد کاهش می

از بخش درزه بخش زمینه بسیار بیشتر  اما بطورکلی غلظت آلاینده در .است

روند افت در طول محور قائم حالت خطی دارد  یباًتقردرون بخش درزه  ،است

در بخش درزه که هدایت سیار متفاوت از رفتار بخش درزه است. و ب

-در مرز آکیوتارد است، غلظت آلایندهبیشتر آب جریان  سرعتهیدرولیکی و 

و در ادامه به سمت مرز  یافته  کاهش یعاًسرنمایی  صورت بهآبخوان بالایی 

 سرعت زیادبالایی آبخوان زیرین به نرخ ثابتی رسیده است. در حقیقت، 

شرایط برقراری  ایش نرخ اختلاط آلاینده وافز سبب سو  یکریان آب از ج

و از سویی انتقال سریع آلاینده به آبخوان زیرین شده  در درون درزه یکسان

آبخوان پایینی -با نزدیک شدن به مرز آکیوتاردهمچنین  است.

(0.5Dz  )  بخش زمینه  بر غلظت آلاینده درونها  درزه یرتأثنقش

 .(9)شکل  بارزتر شده استآکیوتارد 

 
بخش ای مختلف در  سیستم درزهتحت  پروفایل تغییرات قائم غلظت آلاینده .9شکل 

 درزه آکیوتارد.

 
در بخش  ای مختلف سیستم درزهتحت  پروفایل تغییرات قائم غلظت آلاینده .10شکل 

 زمینه.

 

 ندر آبخواهای افقی غلظت  پروفایلج( 
نشان  یخوب  بهروفایل تغییرات افقی غلظت آلاینده در آبخوان بالایی هم پ    

ها میزان غلظت آلاینده در آبخوان بالایی  دهد که با افزایش نقش درزه می

شوند میزان بیشتری از آلاینده  ها سبب می درزه یگرد  عبارت  بهشود.  کمتر می

نین نتایج نشان به آبخوان پایینی از طریق آکیوتارد منتقل شود. همچ

 شود. میها با افزایش فاصله از محل تغذیه بارزتر  دهند که نقش آکیوتارد می

ها، میزان پیشروی  با افزایش نقش درزه (11)شکل  همانطور که مشخص است

ن بالایی کمتر شده است زیرا بخش بیشتری از آلاینده ادر آبخو یابرآلودگ

 است. وارد آبخوان زیرین شدهها  درزه یلهوس به

 

 
در آبخوان بالایی ای  سیستم درزهتحت غلظت آلاینده  افقی پروفایل تغییرات. 11شکل 

 .xدر طول محور 
 

  گیری نتیجه

در این تحقیق با استفاده از معادلات ریاضی انتقال آلاینده در محیط 

-آلاینده در یک سیستم آبخوان بعدی  یکل و تبدیل لاپلاس حرکت خمتخل

که در آن آکیوتارد دارای سیستم درزه و شکاف منظم  آبخوان-آکیوتارد

مدل  واقع در. ده استتحلیلی مدل ش- نیمه صورت  بهحرکت آلاینده باشد،  می
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ها در راستای افقی و برای آکیوتارد در راستای قائم بدست آمده  برای آبخوان 

محیط لاپلاس به محیط واقعی  درهای حاصل  برگرداندن حل منظور  بهاست. 

 است. شده  استفادهde Hoog (1982 )ان از روش عددی زم

ها افقی و قائم غلظت و نمودارهای زمانی  نتایج حاصل از بررسی پروفایل

با افزایش نقش سیستم  یطورکل  بهدهد که  تغییرات غلظت آلاینده نشان می

درزه و شکاف آکیوتارد در انتقال سیال از آبخوان بالایی به آبخوان پایینی، 

شود. به  ن بیشتری از آلاینده از آبخوان بالایی به آبخوان زیرین منتقل میمیزا

عبارت دیگر اگر آکیوتارد دارای سیستم درزه و شکاف باشد، میزان نقش 

کاهش  شدت  بههای مجاور  محافظتی آن در برابر انتقال آلاینده به آبخوان

های  یین محلدهد که برای تع نشان می یخوب  بهکند. این تحقیق  پیدا می

های خطرناک بهداشتی و صنعتی در اعماق زمین  دفن زبالهو ایمن مناسب 

خوبی مطالعه ه لازم است که ابتدا سیستم درزه و شکاف موجود در آکیوتارد ب

موجود در از سیستم درزه و شکاف  یپوش  چشمو شناسایی شوند. زیرا 

سبب رخ  اجه کند ومتخصصان مربوطه را با خطا زیاد مو تواند میآکیوتارد 

توان برای  های این مدل می بنابراین از یافته شود. یرناپذ جبراندادن خسارات 

های  های عمیق مناسب و ایمن جهت دفن زباله شناسایی بهتر آبخوان

های  و برآورد میزان نشت آلودگی سو یکخطرناک صنعتی و بهداشتی از 

 استفاده کرد. مدت درازر های مجاور د های نفتی بر آبخوان حاصل از میدان
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